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J. M. Brisson Lopes Computacao Grafica: Modelacao Geométrica

Modelacao Geometrica

1 Introducgéao

O processamento grafico dos objectos realiza-se através de uma sequéncia de operagoes
que parte da definicdo da geométrica e das propriedades dos objectos de uma cena e
termina com a obtengdo de imagens representando os objectos dessa cena, tal como o
observador os vé. Os dados para este processo sdo a geometria ¢ propriedades dos
objectos associadas a geometria, tais como a cor. Para cada objecto, o conjunto destes
dados representa (mas ndo ¢) o objecto. O conjunto dos dados constitui a representagao
abstracta do objecto, isto €, € o seu modelo. O conjunto de operagdes que concorrem
para a defini¢do da geometria e das propriedades dos objectos a ela associadas ¢ a
modelagdo dos objectos ou, mais propriamente, modelacdo geométrica dos objectos,
pois propriedades como volume, massa, cor, textura e acabamento de superficies estdo
intimamente relacionadas com a geometria.

A modelagdo geométrica com base em formas geométricas simples apresenta uma
enorme potencialidade de representacao. Com efeito, a partir de formas simples a que
sejam atribuidas propriedades como cor e textura, ¢ possivel representar objectos mais
ou menos complexos com grande detalhe. Um tipo de modelagdo como a proporcionada
pela linguagem VRML (Virtual Reality Mark-up Language), que apresenta outras
funcionalidades para além da modelagdo geométrica’, permite representar com grande
realismo objectos em cenas tridimensionais extremamente complexas a partir de formas
geométricas como paralelepipedos, cones e esferas, entre outras. A figura 1.1 apresenta
duas vistas diferentes da visualizagdo de um cendrio real modelado por meio de VRML.

Obviamente, os objectivos da modelagao nao se limitam a mera constru¢ao de modelos
dos objectos para produzir imagens de cenas. No exemplo apresentado na figura 1.1, o
observador pode alterar a cena adicionando ou retirando objectos como darvores,
arbustos e candeeiros de iluminagdo publica, pode mudar o tipo de pavimento de ruas e
passeiog, modificar cores dos edificios, etc. Obtemos assim uma modelacao interactiva
da cena”.

1 E, por exemplo, possivel deslocar o ponto de vista (ou de observagdo) pela cena gerada e
empregar diversos tipos de iluminagao.

* Esta representacio destinou-se a realizar uma consulta piblica interactiva sobre o arranjo
arquitectonico da praga representada.
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Figura 1.1 - Duas vistas de uma praca modelada em VRML. Note-se 0 emprego
intensivo de texturas nas fachadas dos edificios (modelacio de J. C. Miranda,
Instituto Politécnico da Guarda).
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Figura 1.2 — Sistema de CAD para a industria do calcado (L. Almeida S. Gameiro,
J. Madeira, J. C. Teixeira, Centro de Computacio Grafica e Faculdade de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade de Coimbra)

As aplicagoes de CAD, Computer Aided Design (em portugués, Concepgao Assistida
por Computador), no campo da arquitectura permitem aos arquitectos transferir a sua
concepcao de espacos (interiores e exteriores) para modelos que, seguidamente, serdo
refinados por alteragdo da geometria e das suas propriedades visuais, adicionando ou
retirando objectos, acrescentando pormenores, etc. A visualizacdo dos modelos permite
verificar as consequéncias destas acgoes, explorar os espagos modelados e avaliar da
sua funcionalidade e estética.

Numa outra vertente, a modelacdo geométrica permite definir as formas e propriedades
dos objectos antes de os mesmos serem manufacturados (veja-se a figura 1.2) e
determinar que processos de fabrico deverdao ser empregues na sua fabricagdo. Os
modelos assim construidos podem ser utilizados na simulacdo do comportamento dos
objectos modelados com vista a determinar a sua resisténcia as solicitagdes mecanicas e
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térmicas a que os objectos serdo sujeitos durante a sua vida util. Simulagdes por
métodos numéricos como elementos ou diferencas finitas permitem ainda avaliar se a
geometria modelada esta correcta, se ha material a mais ou a menos e, assim,
influenciam a propria modelag¢ao dos objectos.

O CAM, Computer Assisted Manufacturing (em portugués, Fabrico Assistido por
Computador), parte dos modelos dos objectos a fabricar e define os processos de
fabrico, incluindo detalhes tais como trajectorias das ferramentas de corte ou das pecas a
fabricar, e determina e transmite as maquinas ou robots as instru¢cdes de comando
numeérico correspondentes as ac¢des que estas deverdo executar no fabrico das pecas.
Neste procedimento sdo tomados em conta pormenores como 0s acabamentos das
superficies, a forma em bruto das pegas a manufacturar e a optimizacao do emprego dos
materiais.

O CAD/CAM realiza a integracao completa entre os procedimentos de concepgao e de
fabrico. Os processos de fabrico sdo muitas vezes determinantes do tipo de modelagao
geométrica pois, em geral, pretende-se modelar os objectos de forma tal que a
transformagdao dos modelos geométricos em descri¢ao dos processos de fabrico seja o
mais directa e explicita possivel. Na pratica, a necessidade de conversdo entre
representacoes € uma constante ja que os muitos sistemas de CAD e CAM empregam
muitos tipos de representacdo com variantes proprias € armazenam as representagoes
em formatos especificos’. Esta situagdo cria inimeras ineficiéncias e desperdicio de
tempo. Foi precisamente para resolver estes problemas que a norma ISO 10303,
designada por STEP (STandard for the Exchange of Product model data), foi
introduzida. O objectivo principal desta norma ¢ permitir a conversdo entre
representacoes diferentes de forma transparente e automadtica. Para isto, a norma ISO
10303 define um modelo e formato de dados neutros que funcionam como
intermedidrios na conversdo de representacdes entre dois sistemas diferentes. As
conversoes de e para o formato neutro sdo realizadas por meio dos protocolos de
aplicacao (AP), existindo um AP para cada sistema CAD ou CAM.

A modelacdo geométrica desempenha também um papel importante na modelacao
conjunta de objectos com componentes moveis € na montagem de componentes. Como
exemplos poderemos citar os casos de caixas de transmissdo de movimento, o
funcionamento de articulagdes e a montagem de elevadores de vidros em portas de
automoveis. Nestes casos ¢ necessario determinar se as pecas se ajustam
convenientemente, se os movimentos podem ser realizados sem colisdes e se existe
acessibilidade para montar os componentes. Estes exemplos estendem-se ainda a

propria concepcao das maquinas e robots que fabricam as pecas.

Finalmente, a modelacao deve ter em conta o realismo das representagdes dos objectos.
A cor e a intensidade luminosa com que os objectos sdo visualizados dependem das
interaccdes da luz com os objectos, pois estes podem absorver, reflectir e refractar a luz.
Isto depende das propriedades e demais caracteristicas de cada superficie que a
modelagdo geométrica dos objectos terd que comportar.

A modelagdo geométrica de solidos tem assim que corresponder a necessidades varias
que dependem dos fins em vista. Esta diversidade conduziu ao aparecimento de tipos
variados e especificos de representagdes para a modelagdo de sélidos, em que cada tipo
pretende responder aos requisitos de um certo tipo de fins. Como resultado, ndo existe
nenhuma representagdo universal.

? Também designados por formatos proprietarios.
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Este capitulo apresenta uma introdu¢do aos varios tipos de representacdo empregues na
modelagdo de solidos, aos requisitos que as representagdes devem satisfazer e as
operagoes que devem poder realizar, terminando com a abordagem de uma
representacdo, a representagdo por malha de poligonos, que, por razdes histdricas e
funcionais, assume grande importancia em Computagao Grafica.

2 Propriedades Desejaveis para as
Representagoes

Existem varios tipos de representacdo para a modelacdo geométrica de solidos em que
cada forma pode ainda apresentar variantes. Esta multiplicidade tem origem nos
requisitos particulares decorrentes dos objectivos de cada tipo de representagdao. No caso
do fabrico de pegas ¢ necessario, por exemplo, minimizar a distancia entre a
representacdo da peca e o seu processo de fabrico de forma a evitar a conversdo entre
representacoes. Mas o fabrico de uma peca por vazamento em molde ou por corte por
arranque de apara sdo diferentes. A representacdo por instanciacdo de primitivas pode
ser a melhor representagdo para o primeiro processo, enquanto a representacdo por
varrimento parece ser a mais adequada para o segundo. Em qualquer dos casos a
modelagdo dos objectos deve ser a mais exacta possivel para que o tipo de representacao

nao introduza quaisquer artefactos indesejaveis.

Em primeiro lugar, convém que as representagdes sejam universais, isto €, possam
representar todos os objectos imaginaveis € ndo apenas um numero restrito. Como tal é
impossivel na pratica, as representacdes deverdo entdo poder representar o maior
numero possivel de objectos.

Os objectos devem também ser fielmente representados. A fidelidade na representagao
significa que a representagdo deve ser obtida para que ndo possam existir ambiguidades
de interpretagdo quanto ao objecto representado. Uma representagdo sem ambiguidades
¢ uma representacao completa se ndo forem omitidos quaisquer detalhes.

As representacdes devem ser unicas. A unicidade da representacdo implica que cada
tipo de representacdo nao possa representar um objecto por mais do que uma forma. A
unicidade de representacdo permite simplificar operagdes tais como a comparagao entre
dois objectos. Se ndo houvesse uma representagdo Unica, poder-se-ia concluir que dois
objectos eram diferentes embora se tratasse do mesmo objecto representado de duas
maneiras.

A representacdo de objectos deve ser precisa, isto €, ndo deve conter aproximagdes pois
disto depende o realismo da sua visualizagdo (um cone com a aparéncia de piramide) e a
correc¢dao com que poderd ser manufacturado.

Para garantir os objectivos atras enunciados, os processos de criagdo de representagdes
dos modelos geométricos de solidos devem ainda ser tais que tornem dificil a criacao de
representacoes invalidas e, por outro lado, seja facil criar representagdes validas. No
fundo, o que se exige ¢ que os processos de criacdo de representagdes apresentem
menores probabilidades de ocorréncia de erros. Este requisito tem igualmente a ver com
a necessidade de que as representagdes criadas continuem a ser validas mesmo depois
de quaisquer transformagdes que lhes sejam aplicadas.
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Finalmente, o processamento de representacdes dos modelos geométricos de sélidos
requer que estas sejam compactas para que os processamentos sejam rapidos e que estes
possam igualmente ser realizados através de algoritmos eficientes.

3 Tipos de Representacao

3.1 Instanciagao de Primitivas

A representacdo de objectos por instanciagdo de primitivas € uma das representagdes
mais usadas devido a sua grande simplicidade e flexibilidade de emprego. Este tipo de
representacdo tem por base a definicdo de objectos geométricos tridimensionais, as
primitivas, que possuem atributos, os parametros, cujos valores sdo definidos pelo
utilizador no momento da criagdo de uma nova instancia. Um exemplo simples de uma
primitiva € o de um paralelepipedo com trés parametros: comprimento, largura e altura.
Ao variar os valores destes parametros, obter-se-ao paralelepipedos diferentes que sao
instancias da mesma forma geométrica primitiva. O conceito de parametro nao estd
confinado as dimensdes. Assim, a primitiva piramide regular pode ter como parametro o
numero de faces laterais para além de parametros tipicamente geométricos como a sua
altura e o raio da sua base. Podemos ainda alargar o conceito de parametro para
englobar propriedades dos objectos reais a modelar tais como a defini¢dao dos materiais
constituintes dos objectos e o acabamento das suas superficies.

A instanciacdo de primitivas torna-se extremamente conveniente e simples quando as
primitivas definem formas geométricas complexas, de defini¢do dificil e morosa, e que
ndo podem ser obtidas por operacdes logicas tais como a adigdo ou subtraccao de
volumes, como sdao os casos de parafusos e rodas dentadas. Estes encontram-se
normalizados e agrupados em séries também normalizadas. As séries definem
caracteristicas como a forma da cabecga dos parafusos ou dos dentes das rodas dentadas.
Dentro da cada série de rodas dentadas, as dimensdes € o numero de dentes, respectivo
passo e espessura dependem de um numero reduzido de parametros. No caso de
parafusos, uma designagdao como '"parafuso M10 de aco com cabega sextavada"
identifica imediatamente todas as caracteristicas geométricas de uma instdncia da
primitiva "parafuso métrico". Ao utilizador bastara entdo seleccionar o material (ago), o
tipo de cabeca ("sextavada"), o tipo de rosca (M de métrica) e o didmetro caracteristico
(10 mm) para que a instancia a criar esteja completamente definida e ndo se tenha que
demorar e preocupar com a defini¢do de detalhes geométricos ou construtivos do
parafuso (veja-se a figura 3.1). O mesmo se passara quando for necessario instanciar
uma porca para aquele parafuso ou um furo onde o parafuso devera enroscar. E claro
que a instanciag¢ao de primitivas obriga a sua defini¢do prévia, mas esta definigdo ¢ feita
uma unica vez. As primitivas serdo entdo postas a disposi¢do dos utilizadores em
biblii)tecas ou repertorios mais ou menos complexos mas sempre adequados aos fins em
vista'.

4 . . ~ o . o~ . o , . ,
Muitas aplicagdes de modelacdo por instanciagdo de primitivas sdo configuraveis através da
adicdo de bibliotecas especializadas de primitivas, muitas vezes desenvolvidas por terceiros.
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Figura 3.1 - Instanciacdo de primitivas no caso de parafusos de rosca métrica.
Estes parafusos dependem apenas de quatro parametros normalizados (NP-131). A
tabela apresenta as dimensoes dos parafusos M6 e M10.

Os objectos modelados por instanciacdo de primitivas sao agrupdveis para construir
objectos mais complexos. Um exemplo disto ¢ um trem de engrenagens em que
instancias diferentes de uma mesma primitiva (roda dentada) sdo colocadas sobre um
eixo comum. Este trem pode entdo ser associado a outro trem e, se se providenciarem os
apoios dos dois trens, uma caixa envolvente ¢ um comando de posicionamento dos
trens, obteremos uma caixa de velocidades. Esta é o nivel mais elevado de uma
hierarquia construida a partir das rodas dentadas, o nivel mais baixo, associadas num

trem de engrenagens, o nivel intermédio. A hierarquizagdo ¢ uma propriedade
importante da representacao da modelagdo de sélidos por instanciagao de primitivas.

Os sistemas de CAD (Concepgdo Assistida por Computador) baseiam-se na sua
generalidade na instanciagao de primitivas, devido a sua flexibilidade, simplicidade e
hierarquizagao.

Numa hierarquia de objectos, cada uma das instancias continua a ser um objecto
independente, mantendo os valores atribuidos aos seus pardmetros no momento da
instanciagcdo. Nao ¢ entdao possivel definir uma nova primitiva com parametros proprios
a custa das primitivas existentes. Para criar uma nova primitiva ¢ necessario criar um
novo objecto e definir os seus parametros € os procedimentos de célculo de
propriedades como o volume e o centro de massa.

3.2 Representacao por Varrimento

A representagdo de sélidos tridimensionais por varrimento ("sweep'") tem por base a
descricdo do volume gerada quando um objecto ¢ deslocado segundo uma dada
trajectoria e varre um dado volume. O exemplo mais simples ¢ o de um circulo
deslocado segundo uma trajectoria linear perpendicular ao circulo. O volume varrido
resultante ¢ um cilindro obtido por translacdo. Um processo de fabrico em que um
material plastico ¢ obrigado a passar por um crivo com um orificio circular produz um
resultado idéntico. O material toma a forma de um cilindro a saida do crivo e o volume
descrito resulta de um varrimento por extrusdo’. Se o circulo considerado descrever uma
trajectoria circular, o volume varrido pelo circulo toma a forma de um toro, obtido por

> O processo de fabrico descrito tem igualmente o nome de extrusio.
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um varrimento por rotacdo. A figura 3.2 apresenta exemplos de solidos gerados por
extrusdao e rotacdo a partir de secgoes bidimensionais simples. Em qualquer dos casos
apresentados, os varrimentos produzem volumes com propriedades geométricas faceis
de calcular. Esta facilidade complica-se um pouco se as sec¢des bidimensionais que
varrem os volumes apresentarem formas irregulares.

O calculo das propriedades de volumes varridos torna-se bastante mais dificil nos
chamados volumes varridos gerais. Nestes, a seccdo bidimensional que varre os
volumes pode variar de ponto para ponto da trajectdria, normalmente de forma continua.
O volume pode também ser varrido por um objecto tridimensional. A representagcdo da
modelagdo torna-se entdo complexa bem como o calculo das propriedades geométricas
do volume varrido, nomeadamente o calculo do seu volume. Embora a interface ao
utilizador seja simples dado que se trata de primeiro definir a sec¢cao ou volume que vai
realizar o varrimento seguida da defini¢do da trajectoria de varrimento, a descrigao
obtida ¢ complexa e, muitas vezes, ¢ necessario converté-la para outro tipo de
representagdo para a poder armazenar de forma compacta.

H WS

5

Secc¢ao Extrusao Rotagao

Figura 3.2 — Representacio por varrimento. A partir de duas sec¢oes (2 esquerda),
constroem-se representacoes por extrusio (ao centro) e por rotacio (a direita).

Uma outra desvantagem deste tipo de representacdo ¢ a dificuldade em aplicar
operagdes a objectos modelados por varrimento. Existem muitos casos em que nao ¢
possivel descrever por varrimento a unido de dois volumes descritos por varrimento
como ¢ o caso da unido de um toro com um cilindro em que o cilindro estd disposto
segundo um didmetro do toro, tal como a figura 3.3 apresenta. Em geral, a realizacao de
operagdes entre volumes descritos por varrimento implica a conversao prévia das
representacoes dos operandos para representacdes em que as operacoes sejam faceis de
realizar.

A representacdo da modelagdo de sélidos por varrimento ndao deixa, no entanto, de ter
atractivos, nomeadamente a sua simplicidade e naturalidade. Estas derivam da
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semelhanca entre a descricao do varrimento de volumes e os processos de fabrico como
a extrusao ou o corte por arranque de apara. Este Gltimo transforma pecas em bruto nas
pecas desejadas retirando camadas sucessivas de material, a apara, por meio de uma
ferramenta de corte em maquinas como as fresadoras e os tornos. Neste arranque de
camadas sucessivas, a ferramenta de corte segue uma trajectéria (que a figura 3.4
apresenta) que varre um volume correspondente ao volume de material a retirar. Existe
assim uma correspondéncia directa entre o processo de fabrico e a representagdo da sua
modelacao por varrimento.

Figura 3.3 — A unifio de dois volumes descritos por varrimento pode niao ser
descritivel por varrimento.

Figura 3.4 — Representacio por varrimento do volume a remover pelo processo de
corte por arranque de apara (a esquerda da figura) na fabricacio de uma peca (a
direita).

3.3 Representacao de Fronteira

A modelagdo geométrica de solidos por representacdo de fronteira (também designada
por b-rep, abreviatura de “boundary representation”) descreve os objectos a representar
por meio das superficies que os limitam e das arestas e vértices que estas superficies
apresentam®. As superficies limitam os objectos mas ndo indicam de que lado da

6 . ;. ~ , .
Uma superficie esférica ndo tem vértices ou arestas.
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superficie estes se encontram. Esta distincdo ¢ feita através da forma como cada
elemento da superficie ¢ definido, como mais adiante veremos. Em geral, poderemos
considerar representacdes de fronteira em que os elementos das superficies que a
constituem podem assumir qualquer forma geométrica, mas isto significa passar os
problemas derivados de formas complexas para cada um dos elementos constituintes da
fronteira. Na pratica, a maioria das representagdes de fronteira restringe estes elementos
geométricos a formas simples como superficies conicas, cilindricas, esféricas ou
poligonais, regulares ou ndo, ou ainda impdem que tais elementos sejam planos.
Restrigdes ainda mais severas, mas que aumentam a flexibilidade e simplicidade das
representacoes de fronteira, podem obrigar a que os poligonos considerados sejam
convexos ou, mesmo ainda, que sejam tridngulos. Neste ultimo caso limite, as
representacoes de superficies curvas serdo sempre aproximadas. A precisdao da
aproximacao dependera do ntiimero e dimensdo dos poligonos empregues na sua
descrigao.

De entre os varios tipos de representacao de fronteira consideraremos os seguintes:
* representagdo por poliedros
* representacdo por arestas estendidas ou arestas com alas (winged-edge)

* representacdes nao poliédricas

3.3.1 Representacao por Poliedros

Os poliedros sdo solidos geométricos cuja superficie ¢ constituida por poligonos unidos
por arestas, em que cada aresta pertence a um numero par de poligonos. Um poliedro
simples, ou seja, um poliedro sem furos, obedece a formula de Euler

V-A+F=2 3.1)

que estabelece uma relacdo entre o nimero de vértices (V), o numero de arestas (A) e o
numero de faces (F) de um qualquer poliedro simples’. Para poliedros gerais, a formula
de Euler modificada passa a ser

V-A+F-FP=2(C-P) (3.2)

em que FP ¢ o numero de faces com furos, C o numero de componentes distintos do
poliedro (veja-se a figura 3.5) e P o numero de furos que atravessam completamente o
poliedro.

A representacao de fronteira por malha poligonal ¢ a representagdo mais comum de
modelagdo de solidos por poliedros®. Cada poligono de uma malha poligonal é descrito
através da localizacdo espacial dos seus vértices e arestas e possui informagdo sobre a
localizagdo do volume do solido descrito pela malha em relacdo ao poligono. A
convencao mais usual ¢ a de enumerar os vértices do poligono em sentido directo
(contrario aos sentido dos ponteiros do reldgio) quando se visualiza o poligono a partir
do exterior do solido.

7 Esta condigdo é necessaria, mas ndo suficiente, para que um conjunto de poligonos delimite
um poliedro simples. Para tal, é ainda necessario que cada aresta pertenga a duas faces e que o
numero de arestas concorrentes num dado vértice seja de, pelo menos, trés arestas.

¥ Os tipos mais comuns de malha poligonal serdo descritos mais a frente neste capitulo.
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Figura 3.5 — Poliedro com um furo que o atravessa completamente e outro furo
que nao o atravessa. O poliedro tem um unico componente e apresenta 36 arestas,
24 vértices, 15 faces (de que trés apresentam furos) e um furo que atravessa
completamente o poliedro.

A representacdo por malha poligonal tem a vantagem adicional de permitir a
visualizacao rapida do solido modelado através da representagdo das suas arestas. Este
tipo de representagcdo, denominado modelo de arames, permite verificar visualmente e
de forma rapida a correc¢ao da malha poligonal e transmite ainda uma imagem bastante
aproximada dos solidos modelados, tal como se pode observar na figura 3.6.

Figura 3.6 — Modelos de arames obtidos a partir de descri¢cio por malha poligonal,
com todas as arestas visiveis a esquerda e com remocao das arestas das faces
traseiras a direita.

3.3.2 Representacao por Arestas Estendidas ou Arestas com
Alas

A realizacdo de operagdes sobre sdlidos modelados por representacdo de fronteira pode
ser ineficiente se a representagdo nao possuir informacao que seja rapidamente acessivel
€ que permita executar as operacoes pretendidas de forma simples e directa. A situagdo
mais comum consiste em, dada uma aresta de uma dada face, determinar que outra face
(ou outras faces) da fronteira com ela partilha essa aresta. Se a informacao da malha nao
se encontrar devidamente organizada, ha entdo que percorrer toda a lista de faces e, para
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cada face, verificar se a face contém ou ndo a aresta procurada. Esta operagao torna-se
imediata se cada aresta tiver a si associada uma estrutura de dados contendo informagao
sobre as faces a que a aresta pertence.

A representacdo por arestas estendidas ou arestas com alas (winged-edge, em lingua
inglesa) resolve este problema associando estruturas de dados a cada aresta, vértice e
face da malha poligonal. A estrutura de dados associada a uma aresta contém
referéncias a cada um dos dois vértices da aresta, as faces a que pertence e as outras
arestas que com ela concorrem (e, portanto, partilham) nos seus vértices. Cada vértice
tem a si associada uma estrutura de dados referindo as arestas a que pertence. A
estrutura de dados associada a cada face contém a lista de referéncias as arestas que
possui. Cada uma destas estruturas encontra-se ordenada segundo a nocao de antecessor
e sucessor estabelecida segundo a direcgdo dos ponteiros do reldgio. A criagao destas
estruturas ordenadas implica um esforco adicional do célculo inicial que ¢
posteriormente compensado no processamento da representagdo, pois as relacdes de
adjacéncia passam a ser explicitas e removem a necessidade de efectuar buscas em listas
mais ou menos longas.

3.3.3 Representagcdes Nao Poliédricas

Como vimos anteriormente, a representagdao poliédrica da fronteira para a modelagao
geométrica de solidos conduz a representacdes aproximadas da fronteira quando os
objectos a modelar apresentam faces nao planas. Um exemplo simples desta
aproximacao consiste na representacao poliédrica de uma superficie cilindrica que ¢
realizada pela substituicdo da superficie cilindrica original por uma superficie
prismatica regular. Esta aproximacao serd tanto mais precisa quanto maior for o nimero
de faces do prisma que realiza a aproximacao. Em situagdes em que seja necessario
calcular (e prever) colisdes de um cilindro assim aproximado com um furo que também
apresenta forma cilindrica, iremos obter colisdes que ndo deveriam ocorrer. Pode
inclusive acontecer que a simples inser¢do do modelo do cilindro no modelo do furo
nem sequer seja possivel. Se, mesmo assim, o cilindro puder encaixar no furo, a
animacao da rotagdo do cilindro podera ndo ser possivel porque serd detectada uma
colisdo com o modelo do furo logo que o modelo aproximado do cilindro (um prisma)
seja rodado.

A solugdo para estes problemas passa por representagcdes de fronteira nao planas com o
emprego de técnicas especiais que fazem apelo a representacdes matematicas como o0s
NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines).

3.4 Representacao por Particao do Espaco

A representacao geométrica de soélidos por particdo do espago consiste em representar
solidos por meio de conjuntos de solidos elementares que, quando justapostos € sem se
intersectarem, reproduzem o volume ocupado pelos so6lidos a representar. Os solidos
elementares, as primitivas, podem ser de muitos e variados tipos como paralelepipedos
regulares ou prismas triangulares irregulares e podem assumir diferentes posicoes,
orientagdes ¢ dimensdes e operagdes de escalamento. Em geral, poderemos considerar
quatro tipos de representacao de solidos por particdo do espago:
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Figura 3.7 — A modelacido de uma pa de turbina de gas implica a descricao de
superficies complexas utilizando NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines)

*  Decomposi¢ao em células
*  Enumeragdo da ocupagdo do espago
» Arvore de octantes (ou de quadrantes, quando a duas dimensdes)

Arvore binaria de decomposi¢do do espaco (BSP’ tree)

3.4.1 Decomposicao em Células

A representagao de solidos por decomposicdo em células tem por base a decomposicao
dos objectos a representar em cé€lulas ou elementos primitivos paramétricos. Estes
podem apresentar superficies curvas. Este tipo de representagdo ¢ semelhante a
representacao facultada pela linguagem VRML, embora esta linguagem permita que as
primitivas se interpenetrem. A decomposi¢do do espaco proibe expressamente a
intersec¢do € impoe a justaposicao das primitivas que partilham pontos, arestas ou faces.
Esta ¢ também a diferencga essencial entre a decomposi¢ao do espago em células e a

representacao por instanciagdo de primitivas.

A representacdo de sélidos por decomposi¢ao do espaco em células ndo permite
qualquer ambiguidade, mas pode ndo ser unica, isto €, podem existir varias
representacoes para um dado sélido. A figura 3.8 apresenta trés representagdes
diferentes de um mesmo objecto que foram obtidas por decomposi¢dao do espago a partir
de vérias formas primitivas. Tal como a figura apresenta, ¢ inclusivamente possivel
obter uma descri¢gio a custa de uma tUnica primitiva. E claro que as representagdes
obtidas a custa de uma primitiva tnica serao sempre solu¢des menos compactas do que

as representacdes que empreguem mais do que uma primitiva.

? Binary space-partitioning.
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Solido a representar Representagdes

AN
AN

Primitivas
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Figura 3.8 - Representacao de um solido por decomposicio em células,
apresentando trés solucdes distintas (a, b e ¢) em que a solu¢do ¢ recorre a uma
unica primitiva

3.4.2 Enumeracao da Decomposicao do Espaco

Na representagdo de solidos por enumerag¢do da ocupagdo do espag¢o cada sélido €
representado por um conjunto de volumes idénticos que, conjuntamente, representam o
volume ocupado pelo solido a representar. A enumeracdo da ocupagdo do espaco
decompde o espago segundo uma grelha tridimensional composta por volumes de forma
e dimensdes idénticos, os volumes elementares, também denominados por voxeis. A
representacdo de um solido consiste entdo em arbitrar a discretizagdo pretendida, ou
seja, determinar a dimensdo dos voéxeis, e, seguidamente, enumerar quais 0s vOxeis
ocupados pelo so6lido a representar. Uma tal representacdo ¢ Unica e nao contem
quaisquer ambiguidades. A figura 3.9 apresenta o exemplo de um objecto decomposto
em volumes elementares.

Figura 3.9 — Representacio de um elipséide, que apresenta um furo central, por
enumeracio da ocupacio do espaco. Note-se a pouca precisao da descriciao da
fronteira.
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Figura 3.10 — Imagem de um corte da cabe¢ca de um ser humano obtida por
ressonancia magnética, IRM (imagem produzida pelos autores a partir de dados
do Visible Human Project, U. S. National Library of Medicine, National Institutes
of Health)

Esta aproximag¢do minimalista permite efectuar de uma forma expedita todas as
operagoes logicas entre modelos de soélidos devido a sua simplicidade. Assim, ¢ facil
determinar se um volume elementar pertence ou ndo a um objecto e qual ¢ a sua
fronteira. A simplicidade desta representagdo permite ainda detectar colisdes entre
objectos e a sua adjacéncia de forma explicita, através da inspeccdo das células
contiguas as células das fronteiras dos objectos.

No entanto, este tipo de representacdao apresenta alguns inconvenientes. O mais grave
consiste no numero elevado de volumes elementares necessarios, uma vez que este
nimero cresce segundo uma lei cibica quando se diminui a dimensdo dos volumes
elementares para aumentar a discretizagdo do espaco, na tentativa de obter
representacoes mais precisas dos solidos. Com efeito, a redugdo para metade das
dimensdes dos voxeis implica 2°=8 mais voxeis do que anteriormente. A forma dos
voxeis impede igualmente a correcta representacdo da superficie dos objectos. O
emprego de voxeis cubicos ndo permite a representagdo exacta de fronteiras existentes
em planos obliquos pois esta representacdo ndo contempla o conceito de ocupagdo
parcial dos voxeis. Um voxel estd sempre completamente ocupado ou vazio.

A representacdo de objectos por enumeracao da ocupacao do espaco € muito usada na
visualizacao de dados de caracter espacial, nomeadamente em aplicacdes biomédicas.
Os dados obtidos em tomografia axial computorizada (TAC'®) ou imagens por
ressondncia magnética (IRM'"), como ¢é o caso da imagem da figura 3.10, representam
propriedades dos volumes varridos e ndo de pontos, devido a resolu¢do espacial
permitida pelos equipamentos de tomografia. Isto torna ideal a sua representacdo por
enumeracao da ocupacao do espaco.

' Computerised Axial Tomography (CAT), em lingua inglesa.
' Magnetic Resonance Imaging (MRI), em lingua inglesa.
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3.4.3 Representacdo por Arvore de Octantes

A representacdo de solidos por drvore de octantes (octree) tem por objectivo eliminar a
desvantagem principal da representacdo por enumeracdo da ocupacao do espago. Esta
desvantagem consiste no elevado nimero de células em que o espago tem que ser
subdividido, para que se obtenha uma descriminacao suficientemente fina que permita a
defini¢do precisa dos objectos a representar e das suas fronteiras. O numero elevado de
c€lulas traduz-se numa representagdo pouco compacta, com grupos de inameras células
idénticas contiguas, e requer um consumo exagerado de memoria. Na verdade, obter-se-
iam representacdes muito mais compactas se cada grupo de células idénticas contiguas
pudesse ser representado por uma Unica célula.

A representagdo por arvore de octantes aplica a estratégia de dividir para conquistar,
dividindo o espago em oito octantes pelo plano médio segundo cada direc¢ao do espaco.
Cada octante assim obtido € sucessivamente subdividido em sub-octantes até que estes
se encontrem todos ocupados ou todos livres, ou ainda se atinja o nivel maximo de
subdivisdao permitido. Depois de uma subdivisdo, se os octantes resultantes forem
homogéneos (todos ocupados ou todos livres), os octantes sdo substituidos pelo octante
que lhes deu origem e o processo de subdivisdo termina para esse octante. Este processo
de subdivisdao sucessiva gera uma arvore de octantes em que, em cada nivel, existem
oito ramos possiveis. Em geral, os ramos desta drvore terminam volumes que ou estdao
livres ou estao ocupados.

A constru¢do de uma arvore de octantes pode ser realizada de duas formas distintas,
pois o processo de constru¢do pode ser ascendente ou descendente. Numa arvore de
octantes descendente (construida de cima para baixo) parte-se do espaco total e
realizam-se subdivisdes sucessivas até¢ que sO existam octantes homogéneos. A
construgdo ascendente da arvore parte, por sua vez, de uma enumeragao espacial muito
fina correspondente a maior subdivisdo arbitrada e, sucessivamente, vai substituindo
grupos homogéneos de octantes por um Unico octante, diminuindo assim a profundidade
do ramo que esta a ser processado.

jya il <
/ /

/ /
( [
\ \
N N

a ()

Figura 3.11 — Discretizacao de um objecto por enumeracio da ocupacio do espaco
(a esquerda) e por arvore de quadrantes (a direita).
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Figura 3.12 —Arvore de quadrantes correspondente a discretizacio do sélido da
figura 3.11 por este processo de representacio.

Este tipo de representacdo foi concebido a partir do algoritmo inicialmente
desenvolvido para a compactacdo de objectos bidimensionais por meio de uma drvore
de quadrantes (quadtree). Este algoritmo foi um dos primeiros algoritmos aplicados a
compressao de imagens. A figura 3.11 apresenta um objecto bidimensional discretizado
por enumeracdo da ocupagdo do espago e por uma arvore de quadrantes, que ¢
apresentada na figura 3.12.

A realizacdo de operagdes logicas entre dois objectos representados por arvores de
octantes faz-se através do atravessamento descendente simultineo das respectivas
arvores, comparando nos correspondentes das arvores de octantes dos operandos.

No caso de uma unido, se um dos dois nds se encontra ocupado, cria-se um nd ocupado
na arvore do objecto resultante da unido, terminando nesse n6 a exploracao do ramo. Se
um dos nds a comparar se encontrar livre (ou vazio), atribui-se o ramo completo do
outro objecto, a partir desse nd, ao nd da arvore contendo o resultado da unido. No caso
em que ambos os nds a comparar sao nos parcialmente ocupados, cria-se um no
parcialmente ocupado na arvore resultante da unido e passa-se ao processamento dos
respectivos nos sucessores, tendo o cuidado de, apos processar estes ultimos, verificar
se eles ndo resultam todos em nos totalmente ocupados, Neste caso, tais nds sucessores
devem ser eliminados da arvore resultante da unido e substituidos por um n6 antecessor
que devera ser assinalado como sendo um no totalmente ocupado.

O processamento de uma operagdo de intersec¢do ¢ semelhante. Se um dos dois no6s em
comparacao se encontrar vazio, o nd resultante na arvore correspondente a intersec¢do ¢
assinalado como vazio e a exploracdo do respectivo ramo esta terminada. Caso
contrario, quando um dos nds a comparar se encontra totalmente ocupado, o ramo do n6
da outra arvore ¢ atribuido ao né da arvore resultante da intersec¢dao. Finalmente,
quando os nods a processar estao assinalados como estando parcialmente ocupados, cria-
se um nod parcialmente ocupado na arvore resultante da intersec¢dao e processam-se 0s
nos descendentes. Se deste processamento resultar que todos os nods sucessores se
encontram vazios, estes devem ser eliminados e o seu antecessor devera ser assinalado

como um ho vazio.

A determinacao de adjacéncias a um dado n6 de uma arvore de octantes ¢ um pouco
mais complicada, dado que um né possui 26 nés adjacentes'” (6 ao longo das faces, 12
ao longo das arestas e 8 junto dos vértices). O método de procura de um n6 adjacente a
um dado nod consiste em subir na arvore de octantes até encontrar o primeiro nd que seja
antecessor comum aos dois nos e, sem seguida, atravessar descendentemente a arvore
até que o no vizinho seja encontrado.

12 r ’ . y .
Numa arvore de quadrantes, cada n6 possui apenas 8 nos adjacentes.
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3.4.4 Representacdo por Arvore de Particdo Binaria (BSP)

A representacdo de solidos por drvore de parti¢do binaria (denominada binary space-
partitioning ou BSP, em lingua inglesa) pretende optimizar a estratégia de subdivisao
aplicada na representacdo por arvore de octantes. Com efeito, a subdivisdo de um
octante em oito octantes (ou de um quadrante em quatro quadrantes) ¢ feita cegamente,
sem qualquer critério, segundo o plano médio de cada uma das trés direcgdes do espaco,
quando, por exemplo, uma melhor localizacdo do plano bissector (ou da linha bissectriz
no caso de quadrantes) resultaria em dois sub espacos em que um deles estaria ocupado
pelo objecto e o outro estaria vazio, tal como a figura 3.13 a esquerda, demonstra. Por
outro lado, poderemos obter uma representagdo mais exacta das fronteiras dos objectos
(veja-se a mesma figura) se se fizer com que o plano bissector (ou a linha bissectriz)
coincida com a fronteira, em lugar de estar alinhado com uma das direc¢des do espaco.

Figura 3.13 — Particao binaria e localizacdo das bissectrizes: paralelas aos eixos (a
esquerda) e segundo as fronteiras (a direita)

Na reparticdo do espago por arvore de particdo bindria, o espaco ¢ dividido em apenas
dois sub espacos por um plano arbitrario colocado de forma a coincidir com a superficie
ou parte da superficie do objecto a representar. Em cada nivel da arvore existirdo apenas
dois ramos. Podemos arbitrar que o ramo esquerdo corresponderd ao sub espaco "mais
dentro do objecto” e que o ramo direito corresponderd ao sub espaco "mais fora do
objecto". O sub espago associado a cada ramo da arvore ¢ entdo subdividido
sucessivamente e colocado na arvore segundo este critério até que a subdivisao produza
dois sub espagos homogéneos, em que um deles esteja totalmente dentro do objecto e o
outro totalmente fora. Na figura 3.14 encontra-se representado um objecto
bidimensional mostrando as linhas bissectrizes de divisdo e duas das arvores de particao
binaria que € possivel conceber.

Uma vantagem evidente deste tipo de representacdo ¢ a maior fidelidade obtida na
representacao das fronteiras dos objectos.
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Figura 3.14 — Bissectrizes de divisdo de uma figura e duas arvores de particao
binaria. Notem-se as diferencas entre as duas arvores, nomeadamente a
profundidade e o nimero de planos empregues.

3.5 Representacédo por Geometria Construtiva de Sdlidos (CSG)

A representagdo de objectos por Geometria Construtiva de Soélidos, comummente
designada por CSG', consiste em criar representa¢des de objectos a partir de um
conjunto de primitivas hierarquicamente estruturadas. Nesta estrutura hierarquica, os
nos representam nao sO transformacdes mas também operagdes booleanas. Os
operandos destas operacdes podem tanto ser primitivas como objectos resultantes de
operagdes anteriores.

A figura 3.15 apresenta um objecto construido segundo CSG. Neste exemplo, as
operagdes booleanas envolvidas sdo apenas duas: unido e diferenca'®. Com estas duas
operagdes, o solido construido, a raiz da hierarquia, tem a expressao (A-(BUC))U(D-E).
O resultado ndo ¢ ambiguo, mas nao ¢ unico. Com efeito, o mesmo resultado poderia ter

" Do inglés Constructive Solid Geometry
'* As operagdes booleanas serdo tratadas um pouco mais a frente neste capitulo.
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sido obtido com as mesmas operagdes definindo o objecto pela sequéncia ((A-C)UD)-
(BUE).

T
|y
i .

N

AN

¢

A

B C

Figura 3.15 — Construciao de um objecto por CSG a partir de objectos primitivos
sujeitos a operacdes booleanas e transformacdes estruturadas hierarquicamente.

As transformagoes aplicadas a cada primitiva dependem da implementacdo especifica
de cada sistema de modelagdo por CSG. Em determinados sistemas, as primitivas
podem ser instanciadas na sua posi¢ao definitiva, enquanto em outros elas terdo que ser
instanciadas em localizacdes predefinidas (na origem, por exemplo) e depois
translaccionadas para as respectivas posigdes finais.

A figura 3.16 demonstra a ndo unicidade das representagdes CSG, apresentando duas
solucdes diferentes mas igualmente validas para a representacdo de um mesmo objecto
através da diferenca entre duas primitivas, num dos casos, € da unido de duas primitivas
no outro caso. O facto de a representacdo nao ser Unica tem consequéncias que €
necessario ter em conta. Um exemplo disto ¢ o que sucede quando uma das primitivas
for transformada, tal como a figura 3.17 apresenta. Neste caso, pretendeu-se deslocar
para cima a face superior do objecto construido, o que implicou a aplicacdo de uma
transformac¢do de escala ao objecto A no caso da diferenca (a esquerda na figura 3.17),
enquanto, no caso da constru¢dao por unido, a escala foi aplicada a primitiva B (a direita
na mesma figura). Os dois resultados sdo diferentes, tal como a figura o demonstra.

Embora a representacdo de um objecto por CSG apresente as desvantagens anteriores, a
sua simplicidade e facilidade de emprego sobrepdem-se aos inconvenientes apontados.
Em consequéncia, este tipo de representacdo ¢ um dos tipos mais empregues e
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populares, tendo sido adoptado por muitos produtos de modelagdo e, também,
visualizacdo de cenas.

Figura 3.16 — Soluc¢ao nao unica. O sélido a esquerda pode ser representado por
uma diferenca (ao centro) ou por uma uniio (a direita)

=k,

Figura 3.17 — A deformacio por escala para mover a face superior de um objecto
construido segundo representacdes diferentes origina resultados diferentes.

Como observacdo final, podemos fazer notar que as representacdes por particdo do
espaco por decomposi¢do em células e por enumeracdo de decomposi¢do do espago
podem ser encaradas como casos especiais de representacdo por CSG em que as
operagdes disponiveis se encontram reduzidas a unido.

4 Operagoes Booleanas em Modelagcao
Geométrica

A modelacdo geométrica de objectos emprega varios tipos de entidades como
primitivas, células e malhas. A associagdo destas entidades permite criar novos objectos
que, sucessivamente, aproximam os objectos que se pretende modelar. Uma operagdo de
associacdo ndo tem um resultado Unico pois depende de que tipo de associacido se
pretende efectuar. Um prisma quadrangular pode ser obtido pela justaposi¢do de dois
cubos que possuem uma face comum, mas um cubo com um furo circular ndo pode ser
obtido pela adicdo de volumes do cubo e de um cilindro. Neste caso & necessario
subtrair um volume cilindrico ao cubo. Vemos assim que a associacdo de solidos para
modelar um novo sélido depende do tipo de associagdo pretendido, isto é, depende da
operagdo booleana a realizar entre os volumes dos operandos.

20 DEI - Instituto Superior Técnico



J. M. Brisson Lopes Computacao Grafica: Modelacao Geométrica

Os operadores booleanos empregados em modelagao de solidos permitem adicionar dois
volumes, isto €, calcular a sua unido (U), determinar o volume comum, ou seja, a sua
intersec¢ao (M), e a sua diferenga (-), de que resulta um volume que ¢ igual ao volume
de um dos dois operandos menos o volume da sua intersec¢do e depende da ordem dos
operandos, tal como a figura 4.1 apresenta.

A
I

AYB ANB

B
I

I 1 I
[ L

A-B B-A

Figura 4.1 — Operadores logicos entre solidos modelados: unifio, intersec¢io e as
duas diferencas.

O resultado de operagdes booleanas sobre volumes nao ¢ necessariamente um volume e
depende ainda de se considerar se a fronteira faz ou nao parte do volume que limita. Da
intersec¢do de dois cubos resultard um cubo de menores dimensdes se os dois cubos se
interpenetrarem. Mas, tal como a figura 4.2 mostra, da intersec¢do de dois cubos pode
também resultar uma superficie plana (uma face comum), uma aresta (ou parte dela) ou
um vértice. O resultado obtido depende da posi¢do relativa dos dois cubos, podendo
inclusive ser um conjunto vazio se os dois cubos estiverem afastados.

Os resultados apresentados pela figura 4.2 correspondem a situacdo em que se considera
que os volumes dos operandos (os cubos) sdo constituidos pela fronteira e pelo espago
interior a fronteira, isto ¢, sdo volumes fechados. Um volume constituido apenas pelo
espago interior a fronteira ¢ um volume aberto. Considerando entdo que os cubos da
figura 4.2 sdo volumes abertos, obteremos interseccdes correspondentes a um conjunto
vazio, quando antes tinhamos uma face, uma aresta ou um ponto (vértice). Chama-se
regularizacao de um objecto a operacdo que determina a fronteira que envolve todos os
pontos interiores de um volume aberto. Um objecto cujo conjunto de pontos
constituintes ¢ idéntico ao seu fecho denomina-se objecto regular ou objecto
regularizado.
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Figura 4.2 — Alguns dos resultados possiveis da intersec¢io de dois cubos: 1) um
volume (um cubo); 2) uma face; 3) uma aresta; 4) uma parte de uma aresta; S) um
ponto (vértice); 6) o conjunto vazio

5 Modelo de Malha Poligonal

O modelo de malha poligonal ¢ um modelo de representacdo geométrica de solidos por
representacdo da fronteira que descreve as superficies dos objectos através de uma
coleccao de poligonos. Estes poligonos podem existir nas superficies dos objectos ou
resultarem de ajustamentos que aproximam as formas curvas das superficies por
objectos poligonais. Um modelo de malha poligonal corresponde entdo a enumeracao de
uma coleccdo de arestas, vértices e poligonos interligados numa malha que, no seu
conjunto, descreve a fronteira dos objectos a representar. Cada aresta liga dois vértices e
deve ser partilhada por um minimo de dois poligonos adjacentes'”. Se o nio for, a malha
ndo ¢ uma malha continua e a superficie que a malha descreve nao ¢, naturalmente, uma
superficie fechada. Cada poligono de um modelo de malha poligonal ¢ descrito por uma
sequéncia ordenada e fechada'® de, pelo menos, trés vértices ou trés arestas. Cada
vértice deve, por sua vez, ser partilhado por um minimo de duas arestas.

No caso de um cubo, a discretizacdo da sua superficie por uma malha poligonal esta
intrinsecamente definida a partida pelos quadrados que constituem cada uma das suas
seis faces'’. A representa¢io de um cilindro ¢ mais complexa, pois um cilindro é
constituido por duas bases circulares e por uma superficie lateral de cuja planificagdao

"> Numa malha fechada, cada aresta deve ser partilhada por um numero par de poligonos.

' O fecho de um poligono pode ser explicito, quando se repete o elemento (vértice ou aresta)
inicial, ou implicito, quando se omite esta repeticao.

7 Uma face de um cubo também pode ser descrita por dois tridngulos.
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resulta um rectangulo. Cada circulo das bases pode ser considerado como um poligono
regular com um namero infinito de lados. Na pratica este nimero de lados tem que ser
finito ¢ ndo muito elevado, mas deve ser suficientemente grande para que a
representacdo do poligono em dispositivos de saida grafica tenha a aparéncia de um
circulo. A figura 5.1 apresenta a discretizacao das bases de um cilindro por meio de um
poligono regular inscrito nas bases.

A superficie lateral do cilindro pode ser representada por uma superficie cilindrica. Isto
introduzira problemas no andar do pipeline de visualizagdo correspondente a remogao
de superficies invisiveis, pois ha que determinar que partes da superficie cilindrica sdao
visiveis pelo observador e que partes sdo invisiveis e, por isso, devem ser removidas.
Por este motivo, a superficie lateral de cilindros ¢ usualmente substituida por uma
superficie prismatica regular em que as consideracdes anteriormente feitas quanto ao
numero de lados do poligono regular, que aproxima as bases do cilindro, voltam a ser
aplicadas (veja-se a figura 5.1). O objectivo ¢, mais uma vez, proporcionar ao
observador uma sensa¢dao de continuidade da superficie lateral do cilindro ainda que
esta se encontre facetada. A operacdao de determinacdo de que partes da superficie
lateral do cilindro se encontram visiveis encontra-se assim facilitada, dado que agora s6
ha que determinar que faces laterais do prisma se encontram visiveis.

Figura 5.1 — Malha poligonal descrevendo um cilindro. Tanto a superficie lateral
como a base e o topo sdo aproximados.

5.1 Operagdes sobre Modelos de Malha Poligonal

Existem, como a seguir veremos, varias formas de representar uma malha poligonal.
Cada uma delas emprega uma estrutura de dados propria. O tipo de estrutura de dados a
empregar em cada caso concreto depende de que operagdes irdo ser realizadas ao
processar a malha poligonal. Estas poderdo ser a representagdo dos objectos modelados
em dispositivos de saida grafica ou a verificacdo da consisténcia e correccao da malha
poligonal que os descreve.

Os varios tipos de estruturas diferem entre si no espago de memoria de que necessitam e
no tempo de célculo correspondente a cada operagdo a realizar. Em geral, as estruturas
mais complexas sdo aquelas que proporcionam maior flexibilidade na realizacdo de
operacgoes. A lista de operagdes que a seguir ¢ apresentada, € que nao ¢ exaustiva, inclui
as operagdes mais comuns efectuadas sobre malhas poligonais.

* Representar a malha em dispositivos de saida grafica - Esta operagdo requer o
conhecimento de que vértices compdem cada poligono e ndo necessita de
informacao sobre as arestas mas, se se tratar de tragar apenas as arestas, deixa de
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ser necessario ter informacdo sobre os poligonos da malha, sendo apenas
necessaria informagao sobre as coordenadas dos vértices de cada aresta

*  Determinar que arestas concorrem num dado vértice
*  Determinar os vértices de uma dada aresta
*  Determinar os poligonos que partilham uma dada aresta ou um dado vértice

* Verificar a consisténcia da malha, determinando faltas de arestas, vértices ou
poligonos

Como ¢ natural, ¢ o tipo de processamento pretendido que determina que operagdes
serdo realizadas sobre os modelos de malha poligonal. A representagdao de malhas
poligonais em dispositivos de saida grafica pode nao necessitar de informagdo sobre a
adjacéncia de poligonos, sendo suficiente que o modelo fornega, de forma explicita,
informacao sobre cada um dos poligonos a processar. No caso contrdrio, o tipo de
modelo de malha poligonal deve entdo facilitar a realizacdo de operagdes tais como a
determinag¢do dos poligonos que partilham arestas ou vértices.

5.2 Malha Poligonal de Lista Explicita

Na descricdo de uma malha poligonal por meio de lista explicita, cada poligono ¢
descrito por um conjunto de ternos ordenados em que cada terno contém as coordenadas
de um vértice do poligono.

P={(x,,y,,zl ),(xz,yz,zz),---,(x”,y,,,z,,)} (5-1)

Cada poligono deste tipo de malha poligonal contém apenas informacgao sobre o proprio
poligono. Isto ¢ suficiente para o caso raro em que a malha poligonal contém um s6
poligono ou quando o processamento de cada poligono pode ser efectuado
independentemente de todos os outros poligonos da malha. Neste ultimo caso existe um
utilizacao ineficiente da memoria j4 que o mesmo vértice € armazenado tantas vezes
quanto o nimero de poligonos que o referem.

Este tipo de modelo de malha poligonal nao possui qualquer informacao sobre os
vértices e arestas comuns a dois ou mais poligonos. Em consequéncia, qualquer aresta
comum a dois ou mais poligonos ¢ desenhada em dispositivos de saida grafica tantas
vezes quanto o nimero de poligonos a que a aresta pertenca'*. Uma forma de evitar o
desenho duplicado de arestas consiste em, antes de desenhar uma dada aresta, percorrer
todos os poligonos anteriormente desenhados para determinar se a aresta pertence a
algum deles e, portanto, foi j4 desenhada. Este procedimento tem o inconveniente 6bvio
de aumentar substancialmente o tempo de processamento.

A utilizacdo de malhas poligonais de lista explicita ¢ também pouco eficiente quando se
pretende alterar as coordenadas dos vértices. Esta operacdo ¢ muito frequente durante a
manipulagdo de uma representacdo geométrica e, consequentemente, devera poder ser
realizada o mais rapidamente possivel. Mas numa malha poligonal de lista explicita a
alteracdo das coordenadas de um vértice ¢ extremamente lenta, pois implica percorrer

" Em dispositivos de saida grafica lenta esta duplicagio pode representar bastante tempo
perdido.

24 DEI - Instituto Superior Técnico



J. M. Brisson Lopes Computacao Grafica: Modelacao Geométrica

toda a lista de poligonos para alterar as coordenadas de todas as ocorréncias do vértice a
modificar.

5.3 Malha Poligonal de Lista de Vertices

A descricao de malhas poligonais por lista de vértices baseia-se na constru¢ao de um
conjunto de ternos ordenados contendo as coordenadas de cada vértice. Esta lista, que
nao contém vértices duplicados, ¢

V= V],Vz,'-',Vn}={(xl,yl,Zl ),(xz,yz,zz),---,(x”,y,,,zn)} (5-2)

Cada poligono passa entdo a ser descrito por uma lista de vértices em que cada elemento
corresponde ao niumero de ordem desse vértice na respectiva lista ou uma referéncia
para a estrutura que contém as coordenadas do vértice.

B=V, ViV, (53)

e a lista de poligonos ¢, naturalmente,

P= })17 25'”:}),1} (54)

A figura 5.2 apresenta um exemplo simples de uma malha poligonal descrita por lista de
vértices.

Esta descricdo ¢ mais compacta do que a descri¢ao por lista explicita pois evita o gasto
de memoria provocado pela duplicagdo do armazenamento das coordenadas dos
vértices. Por outro lado, a operagdo de alteragdo das coordenadas de um dado vértice
passa a ser explicita, sendo a alteracdo dessas coordenadas realizada uma tnica vez. No
entanto, as arestas comuns a dois ou mais poligonos continuam a ser desenhadas duas
ou mais vezes nos dispositivos de saida grafica.

V3
NN
A= {1’2’5} V4 A%
P, =1{5.23,4}

Vs

Vi

Figura 5.2 — Malha poligonal de lista de vértices

DEI — Instituto Superior Técnico 25



J. M. Brisson Lopes Computacao Grafica: Modelacao Geométrica

A representacao de malhas poligonais por lista de vértices, tal como a representagdo por
lista explicita, ndo ¢ eficiente na determinagcdo de adjacéncias de poligonos. A
realizacdo desta operagdo continua a obrigar a percorrer toda a lista de poligonos para
determinar se e quais poligonos referenciam um dado vértice ou uma dada aresta (dois
vértices consecutivos na lista de vértices do poligono) do poligono cujas adjacéncias se
pretende determinar.

5.4 Malha Poligonal de Lista de Arestas

A representagdo de malhas poligonais por lista de arestas tem por objectivo permitir
executar de forma eficiente a operacdo de determinagdo das adjacéncias que nas
representacoes por lista explicita e por lista de vértices ¢ demasiado pesada. Tal como
na representacdo por lista de vértices, a representacao por lista de arestas constrdéi uma
lista de vértices Unicos, isto ¢, sem duplicacdo de vértices

V= V],Vz,'-',Vn}={(xl,yl,Zl ),(xz,yz,zz),---,(x”,y,,,zn)} (5-5)

Constroi-se agora uma lista de arestas inicas

A={4,4,,-.4,} (5.6)

que referenciam os respectivos vértices e os poligonos a que pertencem. Estas
referéncias encontram-se numa estrutura associada a cada aresta e referem os dois
vértices e, pelo menos, dois poligonos se a malha for fechada.

4=, v, .pLP,..P]| (5.7)

Finalmente, mantém-se a lista de poligonos

P= })17 25'”:}),1} (58)

mas agora existe uma estrutura associada a cada poligono que referencia um minimo de
trés arestas

E ={Ad’Ae’Af["”’Ah]} (5-9)

A figura 5.3 apresenta a descricdo de uma malha simples através de lista de arestas.

Tal como para a representacao por lista de vértices, a alteracdo das coordenadas de um
vértice ¢ uma operacao simples e explicita e ndo existe duplicacdo de informacao que
implique gastos desnecessarios de espaco de armazenamento.
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V3
=y
4 ={V1’V2’P|} A3 Az
4, ={V2’V3>Pz}
4, = V3vV4»Pz} V4 V2
A4={V4>V59P2} Aq
4; =71} Vs N
A6={V5,V2,R,P2} As
A ={A1’A69A5} Vi

P, = {A4=A67A2aA3}

Figura 5.3 — Exemplo de malha poligonal de lista de arestas

A vantagem principal da representacdo por lista de arestas € tornar explicita a
determinagdo da adjacéncia de poligonos. Com efeito, cada conjunto de poligonos
adjacentes encontra-se explicitado na estrutura associada a aresta comum aos poligonos
adjacentes. Esta representacdo apresenta também a vantagem de eliminar o desenho
duplicado de arestas em dispositivos de saida gréfica, pois para desenhar as arestas basta
percorrer a lista de arestas na qual cada aresta € unica. Isto traduz-se entdo na redugao
do trabalho realizado pelo pipeline de visualizacdo no recorte, transformacao e
conversao dos segmentos de recta correspondentes ao desenho das arestas.

A tUnica desvantagem que pode ser apontada a representacao de malhas poligonais por
lista de arestas consiste na impossibilidade de determinagdo explicita de que arestas
concorrem num dado vértice dado que a estrutura associada a cada vértice contém
apenas as respectivas coordenadas.

5.5 Verificagdo da Consisténcia de Malhas Poligonais

Naturalmente, a geracdo de representacdes por meio de malhas poligonais esta sujeita a
erros. Estes podem ser cometidos pelo utilizador ao definir a malha, mas também
podem ser introduzidos por geradores automaticos de malha ao depararem com casos
nao previstos. A verificagdo da consisténcia de uma malha devera atender aos seguintes
critérios:

* Todos os poligonos devem ser fechados.

* Todas as arestas devem ser referenciadas (usadas) pelo menos uma vez (duas
vezes no caso de a malha ser fechada) e ndo mais do que um determinado
numero de vezes. Este nimero depende da forma da superficie descrita pela
malha. Se a superficie ndo for multiplamente conectada, o valor méaximo a
empregar deve ser 2.

* (Cada vértice deve ser usado (referenciado) por, pelo menos, duas arestas.

Em malhas fechadas deve-se verificar se existem lacunas devidas a falta de poligonos.
Tais lacunas sao denunciadas pela existéncia de arestas que sdo referenciadas uma tnica
vez. Em malhas poligonais representando superficies conectadas deve ser possivel ligar
um vértice a um outro vértice qualquer percorrendo as arestas e passando por cada
aresta uma unica vez. Finalmente, em malhas topologicamente planas, deve verificar-se

DEI — Instituto Superior Técnico 27



J. M. Brisson Lopes Computacao Grafica: Modelacao Geométrica

se os poligonos com mais do que trés arestas sdo planos ou ndo, isto ¢, se todos os
pontos do poligono existem no mesmo plano.

A representagdo de malhas poligonais por lista de arestas ¢ a representacdo que
apresenta maior facilidade de verificagdo da sua consisténcia pois contém mais
informacao do que qualquer das outras representacdes e permite realizar de forma
explicita a maioria das operacdes.

Existem ainda outros critérios complementares para a verificagdo da consisténcia de
representacoes por malha poligonal. Sao eles:

* Uma aresta ndo deve ser usada (referenciada) duas ou mais vezes num mesmo
poligono.

* Um vértice deve pertencer a, pelo menos, um poligono.
* As arestas ndo podem apresentar comprimento nulo.

* Na representagdo por lista de arestas, a referéncia entre arestas e poligonos tem
que ser reciproca. Um poligono ndo pode referenciar uma aresta se esta, por sua
vez, ndo referenciar o poligono.

5.6 Verificagdo de Malhas Topologicamente Planas

A verificagdo de malhas topologicamente planas requer um tratamento especial. Esta
verificacdo s6 faz sentido se na malha existirem poligonos que nao sejam tridngulos,
pois um triangulo € uma figura geométrica intrinsecamente plana. A verificagdo se
todos os vértices de um poligono pertencem ao mesmo plano consiste em determinar a
equagdo do plano do poligono a partir de trés dos vértices do poligono, seguida da
verificacdo se os restantes vértices do poligono pertencem ao plano.

A equacgao de um plano ¢

Ax+By+Cz=D (5.10)

em que os coeficientes A, B e C correspondem aos valores das componentes do vector
normal ao plano.

Em determinadas circunstancias como, por exemplo, em calculos de iluminacgao,
convém que este vector seja unitario. Para tal, bastard multiplicar os valores das suas
componentes pelo inverso do seu modulo

i< ! (5.11)

NA* + B* + C?

Os coeficientes 4, B ¢ C da equagdo do plano de um poligono determinam-se
calculando o produto externo de dois vectores formados a partir da sequéncia ordenada
dos vértices do poligono. Assim, considerando trés vértices consecutivos, Vi, V> e V;
(veja-se a figura 5.4), a normal ao plano do poligono sera o vector

—_— — — — — —

[ABC =V, x VW, = VI XV, =V xVF, (5.12)
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O valor de D ¢ entéio determinado a partir de um qualquer dos trés vértices'’. Se a malha
for topologicamente plana, os restantes vértices do poligono deverdo existir no plano
cujos coeficientes acabam de ser determinados. Esta condi¢do podera ndo se verificar,
quer porque o método de geracao da malha ¢ inadequado, caso em que se devera optar
por outro método, quer por erro numeérico. Neste ultimo caso o erro podera ser aceite se
se encontrar dentro de uma tolerancia prescrita que tenha em conta os erros numericos
cometidos nos célculos efectuados.

Convém notar que, se o poligono for concavo e os vértices escolhidos para determinara
normal ao plano do poligono corresponderem a uma concavidade como, por exemplo,
os vértices 1, 2 e 3 do poligono representado na figura 5.4 a direita, a normal assim
calculada sera a inversa da normal ao plano do poligono. Tal ndo sucederia se o céalculo
tivesse sido realizado a partir dos vértices 4, 5 e 1. Para estes casos ¢ necessario
empregar um outro algoritmo que permita determinar correctamente o vector normal.

N

Figura 5.4 — Determinacio da normal ao plano de um poligono: a normal
calculada a partir dos pontos 1, 2 e 3 tem o sentido errado no caso do poligono
céncavo.

O algoritmo alternativo para determinar os coeficientes da equacao do plano quando sao
dados mais do que trés vértices de um poligono permite uma melhor aproximacao dos
valores dos coeficientes, dado que toma em conta todos os pontos € nao apenas trés
dentre eles, além de evitar problemas como o problema anterior. O algoritmo baseia-se
no facto de os coeficientes 4, B e C serem proporcionais as areas projectadas do
poligono, cujos vértices correspondem aos pontos dados, sobre os planos (y,z), (z,x) €
(x,y), respectivamente. Deste modo, os coeficientes 4, B e C sdao

1 i=n
A=—-— Z(Zi +Zia1)(yia1 _yi)

2
1 i=n

B = 73 Z(xi +xia1)(zia1 _Zi) (5.13)
1 i=n

C=_5 Z(yi-'-yial)('xial_xz)

19 o) ~ .
Os vértices sdo colineares se o produto externo for nulo.
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em que o operador il corresponde a

i+1 se i=n
ial = (5.14)
1 se i=n

Uma vez determinados todos os coeficientes da equacdo do plano, poderemos calcular
em que medida o poligono formado pelos vértices se afasta do plano, calculando a
distancia de cada um dos pontos ao plano. Esta distancia, para um ponto de coordenadas

(x,y,2), €

d=Ax+By+Cz+D (5.15)
NA* +B* +C?
ou simplesmente
d=Ax+By+Cz+ D (5.16)

se o vector normal for unitario.

Esta expressdo sugere um processo para o calculo do coeficiente D. Com efeito,

poderemos calcular o valor de D como sendo o valor que minimiza a distancia dos
2

pontos ao plano™.

2 szt ;.
 Empregando um critério de minimos quadrados, por exemplo.
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Exercicios

10

11

Apresente trés propriedades desejaveis para um esquema de representacdo de
modelos geométricos tridimensionais. Escolha, justificando, um esquema de
representacio para um prego.

Um objecto complexo ¢ descrito por meio de instanciagdo de primitivas
organizadas hierarquicamente. Sera possivel aplicar um qualquer tipo de
transformagdo geométrica a cada um dos ramos da arvore representativa desta
hierarquia? Justifique.

Apresente as varias formas de modelacao geométrica por descricao de trajectoria,
indicando as suas diferencas, e cite casos em que o emprego deste tipo de
modelagdo seja mais adequado.

Em que consiste a modelacdo geométrica por representacdo de fronteira?
Apresente uma vantagem ¢ uma desvantagem deste tipo de modelagao geométrica
em relacao aos outros tipos.

Apresente as vantagens da modelacdo por meio de arvore de particdo binaria
sobre a modelagdo geométrica por arvore de octantes e desta sobre a enumeracao
da ocupacao do espago.

Descreva a estratégia seguida pelo algoritmo de célculo de elementos visiveis
baseado em Arvore BSP e quais as suas caracteristicas quanto ao tipo de
processamento requerido. Descreva uma situagdo em que a utilizagdo deste tipo de
algoritmo seja adequada.

Compare a modelacdo geométrica de objectos através da representacdo de
fronteira com a particdo enumerada do espacgo e apresente uma vantagem de cada
um deles sobre o outro.

A modelacao geométrica por instanciacdo de primitivas e a modelagao geométrica
por decomposi¢ao do espaco empregam formas geométricas primitivas para
descrever os objectos a modelar. Que distingue estas primitivas e, portanto,
diferencia estas duas formas de modelagdo geométrica? Se tivesse que escolher
entre estes dois tipos de modelagdo geométrica para modelar um objecto com um
furo cilindrico onde deve girar um outro objecto de forma cilindrica, qual dos dois
tipos escolheria?

Sera que todos os tipos de modelagdo geométrica permitem a descricdo de um
objecto composto pela unido de dois objectos? Justifique e indique o tipo de
modelagdo geométrica em que ¢ mais facil produzir a descricdo do objecto
composto.

Ao decidir modelar um objecto, tem a hipotese de escolher entre descrevé-lo por
instanciagdo de primitivas e por descri¢do de trajectéria. Apresente as razoes pelas
quais optaria por uma ou por outra destas duas descrigdes.

Apresente os critérios que devem ser aplicados em todas as verificacdes da
consisténcia de malhas poligonais, justificando a razdo de cada um desses
critérios.
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12 A que tipo de modelagdo geométrica pertence a descri¢do de objectos através de
malhas poligonais? Que variantes apresenta esta descricao e como devem estas ser
aplicadas?
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